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量子信息的三类技术

量子精密测量
用相干叠加和纠缠提高参数估计
精度。例如 GHZ 态中相位变成
Nφ，理想灵敏度可从 1/

√
N 改到

1/N。

量子通信
未知量子态不能克隆，非正交态
不能完美区分。窃听会引入扰动，
纠缠还能支持 teleportation 和
dense coding。

量子计算
把计算写成幺正演化，通过 phase
kickback、QFT、amplitude
amplification 等方法提取全局结
构。
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量子态、测量和开放系统



纯态、bra-ket 和内积

d 维 Hilbert 空间中的纯态写作

|ψ〉 =
d∑

k=1

ak |k〉 , 〈ψ| =
d∑

k=1

a∗
k 〈k| , 〈ψ|ψ〉 =

∑
k

|ak|2 = 1.

两个态的内积是一个复数：

〈φ|ψ〉 =
d∑

k=1

c∗k ak, | 〈φ|ψ〉 | ≤ 1.

一个 rank-1 算符可以写作外积：

A = |φ〉 〈ψ| , A |χ〉 = |φ〉 〈ψ|χ〉 .
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观测量和投影测量

观测量 A = A† 可谱分解为

A =
∑

n
anPn, Pn = |n〉 〈n| , PnPm = δnmPn,

∑
n

Pn = I.

若系统处于 |ψ〉，测量 A 时得到 an 的概率为

pn = 〈ψ|Pn |ψ〉 = | 〈n|ψ〉 |2.

测后态为

|ψ〉 7−→ Pn |ψ〉√pn
.

期望值来自重复制备-测量：

〈A〉 = 〈ψ|A |ψ〉 =
∑

n
an 〈ψ|Pn |ψ〉 =

∑
n

anpn.
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幺正演化：Schrödinger 方程的解

封闭系统满足

ih̄ d
dt |ψ(t)〉 = H |ψ(t)〉 .

若 H 不显含时间，解为
|ψ(t)〉 = U(t) |ψ(0)〉 , U(t) = exp

(
− iHt

h̄

)
.

矩阵指数定义为

eA =

∞∑
n=0

An

n! .

若 H = H†，则
U†U = eiHt/h̄e−iHt/h̄ = I,

所以范数守恒：
〈ψ(t)|ψ(t)〉 = 〈ψ(0)|U†U |ψ(0)〉 = 1.
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量子比特和 Bloch 球

一般单量子比特：

|ψ〉 = c0 |0〉+ c1 |1〉 , |c0|2 + |c1|2 = 1.

去掉整体相位后：

|ψ(θ, φ)〉 = cos θ
2
|0〉+ eiϕ sin θ

2
|1〉 .

测 Z 基时

p(0) = cos2 θ
2
, p(1) = sin2 θ

2
.

Bloch 球示意
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Pauli 矩阵和本征基

X =

(
0 1
1 0

)
, Y =

(
0 −i
i 0

)
, Z =

(
1 0
0 −1

)
.

代数性质

σ2
α = I, Trσα = 0, [σα, σβ ] = 2iεαβγσγ .

σασβ = δαβI+ iεαβγσγ .

本征态

Z : |0〉 , |1〉 ;

X : |±x〉 = |0〉 ± |1〉√
2

;

Y : |±y〉 = |0〉 ± i |1〉√
2

.
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单量子比特 Hamiltonian 的指数

单比特 Hamiltonian 为

H =
h̄
2

3∑
i=1

hiσi ≡
h̄ω
2

n̂ · σ, ω =
√

h2
1 + h2

2 + h2
3, n̂ =

h
ω
.

利用恒等式
(n̂ · σ)2 =

∑
ij

ninjσiσj =
∑

i
n2

i I+ i
∑

ij
ninjεijkσk = I.

因此
U(t) = exp

[
−iωt

2
n̂ · σ

]
= cos ωt

2
I− i sin ωt

2
n̂ · σ.
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绕 z 轴进动：相对相位变化

取 n̂ = ẑ，则
Uz(t) = cos ωt

2
I− i sin ωt

2
Z =

(
e−iωt/2 0

0 eiωt/2

)
.

作用在

|ψ(0)〉 = cos θ
2
|0〉+ eiϕ sin θ

2
|1〉

上，得到

|ψ(t)〉 = e−iωt/2
(

cos θ
2
|0〉+ ei(ϕ+ωt) sin θ

2
|1〉
)
.

整体相位 e−iωt/2 不可观测；可观测的是相对相位 φ 7→ φ+ ωt。
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概率幅方程和 Rabi oscillation

令

|ψ(t)〉 = a0(t) |0〉+ a1(t) |1〉 , H =
h̄
2
(h1X + h2Y + h3Z).

代入 Schrödinger 方程，得到 
iȧ0 =

h3

2
a0 +

h1 − ih2

2
a1,

iȧ1 = −h3

2
a1 +

h1 + ih2

2
a0.

共振驱动时

Ω ≡ h1 − ih2

2
, h3 = 0.

若 Ω 实且初态 |0〉，则
a0(t) = cos(|Ω|t), a1(t) = −i sin(|Ω|t),

所以
P1(t) = |a1(t)|2 = sin2(|Ω|t).
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脉冲面积和旋转参考系

若 Rabi 频率随时间变为 Ω(t)，在相位固定且近似共振时，态翻转由脉冲面积决定：

Θ =

∫
Ω(t) dt.

典型地

Θ =
π

4
: |0〉 7→ |0〉 − i |1〉√

2
, Θ =

π

2
: |0〉 7→ −i |1〉 .

若驱动项带相位 Ω0eiνt，可作旋转参考系变换

a0 = ã0eiνt/2, a1 = ã1e−iνt/2,

等价于
Urot = eiνtZ/2.

当 ν ' h3 时，快振荡被消去，能级之间发生有效 Rabi 振荡。
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常用量子门都可以看成旋转

Rα(θ) = exp
(
−iθ

2
σα

)
.

例如
Rx(π) = −iX, Rz(π) = −iZ.

Hadamard 门可以写成绕 (x̂ + ẑ)/
√
2 的 π 旋转，差一个整体相位：

H =
1√
2

(
1 1
1 −1

)
, H2 = I.

它把计算基和 X 基互相转换：

H |0〉 = |+〉 , H |1〉 = |−〉 , HZH = X, HXH = Z.

要点
后面的算法几乎都反复用 H：制备均匀叠加，或者把相位差转换成测量概率。
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复合系统和张量积

若系统 A,B 的 Hilbert 空间维数分别为 dA, dB，则

HAB = HA ⊗HB, dimHAB = dAdB.

若

|φ〉A =

(
a
b

)
, |χ〉B =

(
c
d

)
,

则

|φ〉A ⊗ |χ〉B =


ac
ad
bc
bd

 .

n 个量子比特的一般纯态：
|ψ〉 =

∑
x∈{0,1}n

ax |x〉 ,
∑

x
|ax|2 = 1.
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Bell 态

四个 Bell 态： ∣∣Φ±〉 = |00〉 ± |11〉√
2

,
∣∣Ψ±〉 = |01〉 ± |10〉√

2
.

它们构成正交归一基。例如 〈
Φ+
∣∣Φ−〉 = 1

2
(〈00|+ 〈11|)(|00〉 − |11〉) = 0.

但
∣∣Φ+

〉
不能写成 |φ〉A |χ〉B。若假设

(a |0〉+ b |1〉)(c |0〉+ d |1〉) = ac |00〉+ ad |01〉+ bc |10〉+ bd |11〉 ,

要等于 1√
2
(|00〉+ |11〉)，需 ad = bc = 0 且 ac, bd 6= 0，矛盾。

15 / 106



密度矩阵：从纠缠态看子系统

考虑
|ψ〉AB = a |0〉A |0〉B + b |1〉A |1〉B , |a|2 + |b|2 = 1.

只测 A 上的观测量 MA：
〈MA ⊗ IB〉 = 〈ψ|MA ⊗ IB |ψ〉

= |a|2 〈0|MA |0〉+ |b|2 〈1|MA |1〉
= TrA(MAρA),

其中
ρA = |a|2 |0〉〈0|+ |b|2 |1〉〈1| .

对 Bell 态 |a|2 = |b|2 = 1/2，所以

ρA =
1

2
I,

局域完全混合，但整体 AB 是纯态。
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偏迹的显式推导

令总态
|ψ〉AB =

∑
i,µ

aiµ |i〉A |µ〉B , ρAB = |ψ〉〈ψ|AB .

对 A 上任意算符 MA，有
〈MA〉 =

∑
j,ν,i,µ

a∗
jνaiµ 〈j| 〈ν| (MA ⊗ IB) |i〉 |µ〉

=
∑
i,j,µ

a∗
jµaiµ 〈j|MA |i〉 .

这等于 TrA(MAρA)，其中
ρA = TrB ρAB =

∑
i,j,µ

aiµa∗
jµ |i〉 〈j| .

矩阵元为
(ρA)ij =

∑
µ

aiµa∗
jµ.
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单量子比特密度矩阵和纯度

任意单量子比特密度矩阵可写成

ρ =
1

2
(I+ P · σ) = 1

2

(
1 + Pz Px − iPy

Px + iPy 1− Pz

)
.

正定性给出

det ρ =
1

4
(1− |P|2) ≥ 0, |P| ≤ 1.

纯度为

Tr ρ2 =
1

4
Tr (I+ 2P · σ + PiPjσiσj)

=
1

2
(1 + |P|2).

因此
|P| = 1 ⇐⇒ ρ 为纯态, |P| = 0 ⇐⇒ ρ = I/2.
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从总系统幺正演化到 Kraus 表示

设初态可写成
ρAB = ρA ⊗ |E〉〈E|B .

总系统演化：
ρ′AB = UAB(ρA ⊗ |E〉〈E|)U†

AB.

只看 A：
ρ′A = TrB ρ

′
AB =

∑
µ

〈µ|UAB |E〉 ρA 〈E|U†
AB |µ〉 .

定义
Mµ = 〈µ|UAB |E〉 ,

得到 Kraus operator-sum representation：

ρ′A =
∑
µ

MµρAM†
µ.

归一化条件来自 U†U = I： ∑
µ

M†
µMµ = IA.
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去极化信道：Bloch 向量缩短

Kraus 算符：

M0 =
√

1− p I, M1,2,3 =

√
p
3

X,Y,Z.

所以
ρ′ = (1− p)ρ+ p

3
(XρX + YρY + ZρZ).

令 ρ = 1
2
(I+ rxX + ryY + rzZ)。利用

XXX = X, XYX = −Y, XZX = −Z,

及循环置换，可得

XρX + YρY + ZρZ =
1

2
(3I− rxX − ryY − rzZ).

因此

ρ′ =
1

2

[
I+

(
1− 4p

3

)
r · σ

]
.
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退相位信道：只减小相干项

Kraus 算符：
M0 =

√
1− p I, M1 =

√p Z.
于是

ρ′ = (1− p)ρ+ pZρZ.
若

ρ =

(
ρ00 ρ01
ρ10 ρ11

)
, ZρZ =

(
ρ00 −ρ01
−ρ10 ρ11

)
,

所以

ρ′ =

(
ρ00 (1− 2p)ρ01

(1− 2p)ρ10 ρ11

)
.

物理图像
布居数 ρ00, ρ11 不变；相干项 ρ01 因环境记录相位信息而衰减。
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Fermi golden rule

设初态 |0〉 与连续谱 |k〉 弱耦合：

|ψ(t)〉 = c0(t) |0〉+
∑

k
ck(t) |k〉 .

在相互作用表象下，一阶微扰给

c̃k(t) =
Vk0

E0 − Ek

(
e−i(E0−Ek)t/h̄ − 1

)
, Vk0 = 〈k|V |0〉 .

离开初态的概率为

p(t) =
∑

k
|c̃k(t)|2 = 4

∑
k

|Vk0|2
sin2[(E0 − Ek)t/(2h̄)]

(E0 − Ek)2
.

连续谱极限下，尖峰函数只选择近共振态：∑
k

→
∫
ρ(E) dE, p(t) ' Γt, Γ =

2π

h̄ ρ(E0)|V(E0)|2.

这就是不可逆 Markov 衰减率的来源。
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Lindblad 主方程的短时推导

Markov 假设下，短时间 δt 的演化仍可写成 Kraus 形式：

ρ(t + δt) =
∑
µ

Mµρ(t)M†
µ.

取
M0 = I+ (K − iH)δt, Mµ = Lµ

√
δt (µ > 0).

完备性
∑
µ M†

µMµ = I 给出

K = −1

2

∑
µ>0

L†
µLµ.

于是
ρ̇ = (K − iH)ρ+ ρ(K + iH) +

∑
µ>0

LµρL†
µ

= −i[H, ρ] +
∑
µ>0

(
LµρL†

µ − 1

2
{L†
µLµ, ρ}

)
.
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自发辐射：jump operator

两能级原子 |1〉 → |0〉 发射光子，取

L =
√
γ |0〉 〈1| , K = −1

2
L†L = −γ

2
|1〉 〈1| .

量子跃迁项为
LρL† = γ |0〉 〈1| ρ |1〉 〈0| = γρ11 |0〉 〈0| .

代入 Lindblad 方程，不含相干驱动时得到 optical Bloch equations：

ρ̇11 = −γρ11, ρ̇00 = γρ11, ρ̇01 = −γ
2
ρ01.

24 / 106



同时有相干驱动和衰减

若 Hamiltonian 中有 Rabi 驱动 Ω 和 detuning hz，方程为
ρ̇11 = −γρ11 + iΩρ10 − iΩ∗ρ01,

ρ̇00 = γρ11 − iΩρ10 + iΩ∗ρ01,

ρ̇01 = −γ
2
ρ01 − ihzρ01 − iΩ(ρ00 − ρ11).

看法
Ω 项让布居数在两能级间相干振荡；γ 项把布居数从 |1〉 泄露到 |0〉，并让 Rabi oscillation 衰减到稳态。

强驱动极限下稳态激发态布居数最多接近 1/2，因为自发辐射不断把系统拉回基态。
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广义测量：POVM 从系统-仪器耦合来

设系统 A 和测量仪器 B 先幺正耦合：

|φ〉A |0〉B 7−→ UAB |φ〉A |0〉B .

插入 B 的完备基：
UAB |φ〉A |0〉B =

∑
µ

|µ〉B 〈µ|UAB |0〉B |φ〉A

=
∑
µ

|µ〉B Mµ |φ〉A .

测量仪器得到结果 µ 的概率为
pµ = 〈φ|M†

µMµ |φ〉 .
定义 POVM 元素

Fµ = M†
µMµ, Fµ ≥ 0,

∑
µ

Fµ = I.

注意：Fµ 决定概率，但测后态由 Mµ 决定，不唯一。

26 / 106



POVM 例子：区分非正交态

Alice 发送两个非正交态之一：
|ψ1〉 = |0〉 , |ψ2〉 =

|0〉+ |1〉√
2

.

Bob 可用一个带“不确定”结果的 POVM：

F1 = c |1〉 〈1| , F2 = c (|0〉 − |1〉)(〈0| − 〈1|)
2

, F3 = I− F1 − F2,

其中 c =
√
2

1+
√

2
。

• 若测到 F1，一定不是 |0〉，所以推断是 |ψ2〉。
• 若测到 F2，一定不是 |ψ2〉，所以推断是 |ψ1〉。
• F3 是 inconclusive；它保证完备性，也体现非正交态不能无歧义地总被区分。
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量子信息工具：距离、熵与信道



迹、偏迹和子系统态

迹定义为
Tr A =

∑
i
〈i|A |i〉 , Tr(AB) = Tr(BA).

若 XAB 在直积基中写作
XAB =

∑
iµ,jν

xiµ,jν |i〉 |µ〉 〈j| 〈ν| ,

对 B 做偏迹为
TrB XAB =

∑
µ

(IA ⊗ 〈µ|)XAB(IA ⊗ |µ〉) =
∑
i,j,µ

xiµ,jµ |i〉 〈j| .

如果整体态是 ρAB，那么 A 上任意观测量 OA 的期望值只依赖

ρA = TrB ρAB, Tr[(OA ⊗ IB)ρAB] = Tr(OAρA).
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从 SVD 到 Schmidt 分解

二体纯态写作
|ψ〉AB =

∑
i,j

Cij |i〉A |j〉B .

把系数看成矩阵 C，做奇异值分解

C = UΛV†, Λ = diag(s1, s2, . . .), sk ≥ 0.

于是

|ψ〉AB =
∑

k
sk

(∑
i

Uik |i〉A

)(∑
j

V∗
jk |j〉B

)
=
∑

k
sk |uk〉A |vk〉B .

归一化给出
∑

k s2k = 1。约化密度矩阵为

ρA = TrB |ψ〉〈ψ| =
∑

k
s2k |uk〉〈uk| , ρB =

∑
k

s2k |vk〉〈vk| .
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密度矩阵的三个来源

线性泛函
态给每个观测量 O 一个期望值：

〈O〉ρ = Tr(Oρ).

概率非负和归一化要求

ρ ≥ 0, Tr ρ = 1.

经典混合
若以概率 pj 制备 |ψj〉，

ρ =
∑

j
pj |ψj〉〈ψj| .

期望值是∑
j

pj 〈ψj|O |ψj〉 = Tr(Oρ).

子系统
若整体是纯态 |Ψ〉〈Ψ|AB，局域态
为

ρA = TrB |Ψ〉〈Ψ| .
它可能是混合态，原因不是经典
混合，而是与 B 纠缠。

纯态判据：
ρ pure ⇐⇒ ρ2 = ρ ⇐⇒ Tr ρ2 = 1.
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同一个混合态有很多 ensemble 表示
最大混合态的两个等价分解：

I
2
=

1

2
|0〉〈0|+ 1

2
|1〉〈1| = 1

2
|+〉〈+|+ 1

2
|−〉〈−| .

更一般地，若
ρ =

∑
j

pj |ψj〉〈ψj| =
∑

k
qk |φk〉〈φk| ,

那么这两个 ensemble 的统计预言完全相同，因为任意观测量 O 只看到

Tr(Oρ).

一个常用构造是纯化：

|Ψ〉AR =
∑

j

√pj |ψj〉A |j〉R , TrR |Ψ〉〈Ψ| =
∑

j
pj |ψj〉〈ψj| = ρA.

物理含义
对纯化系统 R 做不同基的测量，会在 A 上诱导不同 ensemble；但只要不告诉 A 测量结果，A 的密度矩阵
不变。

32 / 106



量子信道：CPTP map

量子态演化的最一般形式是线性映射
E : ρ 7→ E(ρ).

为了把任意输入态变成合法输出态，要求：

1. trace preserving：Tr E(ρ) = Tr ρ；
2. completely positive：对任意辅助系统 R，

(IR ⊗ E)(XRA) ≥ 0 whenever XRA ≥ 0.

“positive”不够，因为转置映射 T(ρ) = ρT 单独作用在一个系统上保持正性，但

(I⊗ T)(
∣∣Φ+〉〈Φ+

∣∣)
可以有负本征值。因此物理信道必须是 CPTP，而不是只要求正映射。

要点
完全正定是指这个系统可能和别的系统纠缠，局域操作也不能把整体态变成非法态。
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Choi–Jamiolkowski 表示

设 E : A → B，取未归一化最大纠缠态

|Φ〉AA′ =
∑

i
|i〉A |i〉A′ .

Choi 矩阵定义为
ΦE = (IA ⊗ EA′→B)(|Φ〉〈Φ|) =

∑
i,j

|i〉 〈j|A ⊗ E(|i〉 〈j|)B.

反变换是
E(ρ) = TrA

[
(ρT

A ⊗ IB)ΦE
]
.

验证 trace-preserving 条件：

Tr E(ρ) = Tr
[
(ρT ⊗ IB)ΦE

]
= Tr

[
ρT TrB ΦE

]
.

要让它对所有 ρ 等于 Tr ρ，必须有
TrB ΦE = IA.

因此
E CPTP ⇐⇒ ΦE ≥ 0, TrB ΦE = IA.
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从 Choi 分解得到 Kraus 表示

若 ΦE ≥ 0，可谱分解为
ΦE =

∑
ℓ

|Kℓ〉〉〈〈Kℓ| ,

其中向量化约定为
|K〉〉 =

∑
i,j

Kji |i〉A |j〉B .

代入 Choi 反变换：

E(ρ) = TrA

[
(ρT ⊗ I)

∑
ℓ

|Kℓ〉〉〈〈Kℓ|
]

=
∑
ℓ

KℓρK†
ℓ .

trace preserving 条件变成 ∑
ℓ

K†
ℓKℓ = I.

这就是 Kraus 表示。反过来，只要一组 Kℓ 满足上式，映射

ρ 7→
∑
ℓ

KℓρK†
ℓ

就是 CPTP。
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trace norm 和 trace distance

矩阵 A 的 trace norm 定义为奇异值之和：

‖A‖1 = Tr
√

A†A.

两个量子态的 trace distance：
Dtr(ρ, σ) =

1

2
‖ρ− σ‖1 .

令 ∆ = ρ− σ，谱分解
∆ =

∑
k
λk |k〉〈k| = ∆+ −∆−,

其中 ∆+ 收集正本征值，∆− 收集负本征值的相反数。因为 Tr∆ = 0，有

Dtr(ρ, σ) = Tr∆+ = Tr∆−.

变分形式：
Dtr(ρ, σ) = max

0≤M≤I
Tr[M(ρ− σ)].

最优 M 是 ∆ 的正本征子空间投影。
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trace distance 的意义：态区分

假设输入态以等概率为 ρ 或 σ。做二结果 POVM {M, I − M}，若结果 M 就猜 ρ，否则猜 σ。

psucc(M) =
1

2
Tr(Mρ) + 1

2
Tr[(I − M)σ]

=
1

2

(
1 + Tr[M(ρ− σ)]

)
.

对 M 优化得到 Helstrom 界：
pmax

succ =
1

2

(
1 + Dtr(ρ, σ)

)
.

两个极端

Dtr = 0 ⇒ pmax
succ = 1/2 (只能瞎猜), Dtr = 1 ⇒ pmax

succ = 1 (可完美区分).
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trace distance 在信道下单调

量子信道不能增加态的可区分性：
Dtr(E(ρ), E(σ)) ≤ Dtr(ρ, σ).

用 Stinespring 表示证明。设
E(ρ) = TrE[U(ρ⊗ |0〉〈0|E)U

†].

由于 trace distance 对幺正不变，

Dtr(ρ, σ) = Dtr(ρ⊗ |0〉〈0| , σ ⊗ |0〉〈0|)
= Dtr(U(ρ⊗ |0〉〈0|)U†,U(σ ⊗ |0〉〈0|)U†).

偏迹是把环境信息丢掉，因此由变分形式可得

Dtr(XAE,YAE) ≥ Dtr(TrE XAE,TrE YAE).

合起来得到单调性。
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保真度 fidelity

量子态保真度定义为
F(ρ, σ) = Tr

∣∣√ρ√σ∣∣ .
几个常用特例：

F(|ψ〉〈ψ| , |φ〉〈φ|) = |〈ψ|φ〉| , F(|ψ〉〈ψ| , σ) =
√

〈ψ|σ |ψ〉.
若 ρ 和 σ 可同时对角化，

ρ =
∑

i
pi |i〉〈i| , σ =

∑
i

qi |i〉〈i| , F(ρ, σ) =
∑

i

√piqi,

退化为经典概率分布的 Bhattacharyya coefficient。

和 trace distance 的关系

1− F(ρ, σ) ≤ Dtr(ρ, σ) ≤
√

1− F(ρ, σ)2.
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Shannon 熵和典型集

经典概率分布 p = (p1, . . . , pd) 的 Shannon 熵为

H(p) = −
∑

i
pi log2 pi.

对 i.i.d. 序列 Xn = (X1, . . . ,Xn)，典型序列的概率近似为

p(xn) =

n∏
k=1

p(xk) ≈ 2−nH(X).

因此典型集大小约为 ∣∣∣T(n)
ϵ

∣∣∣ ≈ 2nH(X).

这就是 Shannon noiseless coding 的核心：

n 个样本 =⇒ nH(X) bits 可压缩表示.
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Von Neumann 熵和互信息
量子态 ρ 的 Von Neumann 熵定义为

S(ρ) = −Tr(ρ log2 ρ).

若 ρ =
∑

i λi |i〉〈i|，则
S(ρ) = −

∑
i
λi log2 λi.

二体态的条件熵和互信息：
S(A|B) = S(AB)− S(B),

I(A : B) = S(A) + S(B)− S(AB).

经典 Venn 图能辅助记忆：互信息是两个随机变量共享的
不确定性。量子里也保留

I(A : B) ≥ 0,

但条件熵 S(A|B) 可以为负，这是纠缠的一种信号。
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纯态纠缠熵：S(A) = S(B)
若 AB 整体纯态 Schmidt 分解为

|ψ〉AB =
∑

k

√
λk |k〉A |k〉B , λk ≥ 0,

∑
k
λk = 1,

则
ρA =

∑
k
λk |k〉〈k|A , ρB =

∑
k
λk |k〉〈k|B .

因此两个约化态本征值相同：
S(A) = S(B) = −

∑
k
λk log2 λk.

对 Bell 态，λ1 = λ2 = 1/2，所以
S(A) = S(B) = 1.

对 product state，只有一个 Schmidt 系数为 1，所以

S(A) = S(B) = 0.

要点
二体纯态的纠缠量可以直接由任一边的混合度读出。
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相对熵

量子相对熵定义为
D(ρ‖σ) = Tr ρ(log ρ− logσ), supp(ρ) ⊆ supp(σ).

最重要的性质是单调性：对任意量子信道 E，

D(ρ‖σ) ≥ D(E(ρ)‖E(σ)).

许多信息量都能写成相对熵：
S(ρ) = log d − D

(
ρ‖I/d

)
,

I(A : B) = D
(
ρAB‖ρA ⊗ ρB

)
.

由 D(ρ‖σ) ≥ 0 立刻得到
I(A : B) ≥ 0,

也就是 subadditivity：
S(AB) ≤ S(A) + S(B).
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纠缠：资源、悖论和通信协议



纠缠的定义和 Bell 态

二体纯态若不能写成乘积
|ψ〉AB 6= |φ〉A ⊗ |χ〉B ,

则称为纠缠态。
Bell 态是最基本的两比特纠缠基：∣∣Φ±〉 = |00〉 ± |11〉√

2
,

∣∣Ψ±〉 = |01〉 ± |10〉√
2

.

用一个局域 Pauli 门就能在它们之间转换，例如

XA
∣∣Φ+〉 = ∣∣Ψ+〉 , ZA

∣∣Φ+〉 = ∣∣Φ−〉 .
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Bell 态的两体关联

以 ∣∣Φ+〉 = |00〉+ |11〉√
2

为例。单体平均值为
〈XA〉 = 〈YA〉 = 〈ZA〉 = 0.

但二体算符有确定本征值：

XAXB
∣∣Φ+〉 = ∣∣Φ+〉 , ZAZB

∣∣Φ+〉 = ∣∣Φ+〉 .
对于 Y：

Y |0〉 = i |1〉 , Y |1〉 = −i |0〉 ,
所以

YAYB |00〉 = − |11〉 , YAYB |11〉 = − |00〉 ,
从而

YAYB
∣∣Φ+〉 = −

∣∣Φ+〉 .
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纠缠熵和纯态纠缠判据

由 Schmidt 分解可得
ρA = TrB |ψ〉〈ψ| =

∑
k
λk |uk〉〈uk| .

可分态
仅一个 λk = 1：

ρ2A = ρA, S(ρA) = 0.

最大纠缠
d = min(dA, dB)，

λk =
1

d , S(ρA) = log2 d.

纠缠熵定义为
S(ρA) = −Tr(ρA log2 ρA) = −

∑
k
λk log2 λk.

要点
纯态时，子系统越混合，说明它与另一边越纠缠；混合态时不能这样直接判断。
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Bell 不等式：从 singlet 的关联开始

取 singlet ∣∣Ψ−〉 = |01〉 − |10〉√
2

.

Alice 沿 â 测，Bob 沿 b̂ 测。投影算符为

P±
A (â) = 1

2
(I± â · σA), P±

B (b̂) = 1

2
(I± b̂ · σB).

对 singlet 有
〈σi

A〉 = 〈σi
B〉 = 0, 〈σi

Aσ
j
B〉 = −δij.

所以相关函数
E(â, b̂) = 〈(â · σA)(b̂ · σB)〉 = −â · b̂.

同号概率为

Psame =
1 + E
2

=
1− â · b̂

2
.

48 / 106



Bell 不等式

若每次测量结果在实验前已由局域隐藏变量决定，则对三组测量方向必有

S = Psame(eA
1 ,−eB

2 ) + Psame(eA
1 ,−eB

3 ) + Psame(eA
2 ,−eB

3 ) ≥ 1.

理由：三个二值变量不可能两两都不同，至少有一对相同。
量子力学取 e1, e2, e3 两两夹角为 2π/3。在第一项中测量方向是

â = e1, b̂ = −e2,

因此

â · b̂ = −e1 · e2 = − cos(2π/3) = 1

2
, Psame =

1− â · b̂
2

=
1

4
.

三项相同，所以

S =
3

4
< 1.

结论
量子关联不能由预先存在、局域可访问的隐藏变量同时解释。

49 / 106



CHSH 形式和纠缠 witness

更常用的 CHSH 量为
C = |E(a1, b1) + E(a2, b1) + E(a1, b2)− E(a2, b2)|.

局域隐变量理论给出
C ≤ 2,

量子力学最大值为 Tsirelson bound：
C ≤ 2

√
2.

作为纠缠 witness
若实验测得 C > 2，则态一定纠缠；反过来，纠缠态不一定都违反某个给定 Bell 不等式。

QKD
若 Alice 和 Bob 用部分数据检验 Bell 违背，窃听者的测量会破坏纠缠，从而降低违背程度或提高误码率。
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Superdense coding：一个 qubit 传两个 classical bits

共享 Bell 对 ∣∣Φ+〉
AB =

|00〉+ |11〉√
2

.

Alice 在自己的比特上编码：
消息 Alice 操作 得到的 Bell 态
00 I

∣∣Φ+
〉

01 Z
∣∣Φ−〉

10 X
∣∣Ψ+

〉
11 XZ

∣∣Ψ−〉
然后 Alice 把自己的 qubit 发给 Bob。Bob 做 Bell 基测量，四个正交 Bell 态可完美区分，因此解出两位经
典信息。

要点
优势来自预先共享的纠缠；发送的单个 qubit 本身不是孤立携带两位信息。

51 / 106



Teleportation：两个 classical bits 传一个 qubit

Alice 要传未知态
|φ〉1 = α |0〉+ β |1〉 ,

Alice 和 Bob 共享 ∣∣Ψ−〉
23

=
|01〉 − |10〉√

2
.

总态为
|ψ〉123 = |φ〉1

∣∣Ψ−〉
23

=
α√
2
(|001〉 − |010〉) + β√

2
(|101〉 − |110〉).

把 12 两个 qubit 改写到 Bell 基，得到

|ψ〉123 =
1

2
(
∣∣Ψ−〉

12
(−α |0〉3 − β |1〉3) +

∣∣Ψ+〉
12

(−α |0〉3 + β |1〉3)

+
∣∣Φ−〉

12
(α |1〉3 + β |0〉3) +

∣∣Φ+〉
12

(α |1〉3 − β |0〉3)).
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Teleportation：两个 classical bits 传一个 qubit

Alice 对 qubit 1, 2 做 Bell 基测量，结果有四种，各概率 1/4。
Bob 根据两位经典信息做一个 Pauli 修正。

Alice 测量结果 Bob 修正∣∣Ψ−〉
12

−I∣∣Ψ+
〉
12

−Z∣∣Φ−〉
12

X∣∣Φ+
〉
12

XZ

整体相位无物理意义，所以符号 − 不影响结果。

Teleportation 线路示意

两点澄清
未知态没有被复制，Alice 的原态被 Bell 测量破坏；也没有超光速通信，因为 Bob 必须等到经典信息。
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纠缠作为资源：free states 和 LOCC

二体混合态若可写成
ρsep

AB =
∑

k
pkρ

(k)
A ⊗ ρ

(k)
B , pk ≥ 0,

∑
k

pk = 1,

则称为 separable state。这种关联可由“局域制备 + 共享随机变量 k”产生。

separable ⇐⇒ 没有量子纠缠资源.

自由操作是 LOCC：
Local Operations + Classical Communication.

LOCC 不能从 separable state 产生纠缠，因此任何合理纠缠量 E 应满足

E(ΛLOCC(ρ)) ≤ E(ρ).

要点
把纠缠看成资源后，teleportation 和 dense coding 都是在“消耗纠缠”。
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纯态纠缠转换：majorization

纯态 Schmidt 系数按降序记为

λψ = (λψ1 ≥ λψ2 ≥ · · · ), λϕ = (λϕ1 ≥ λϕ2 ≥ · · · ).

Nielsen 定理：存在确定性 LOCC 使
|ψ〉 −→ |φ〉

当且仅当

λψ ≺ λϕ,
k∑

i=1

λψi ≤
k∑

i=1

λϕi , ∀k.

例子：Bell 态的 Schmidt 向量是 (1/2, 1/2)，product state 是 (1, 0)，有

(1/2, 1/2) ≺ (1, 0),

所以 Bell 态可通过 LOCC 退化成 product state；反过来不行。
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资源不等式：teleportation 和 dense coding

用资源符号表示：

[q → q] :一个量子比特信道, [c → c] :一个经典比特信道, [qq] :一对 Bell 态.

Teleportation 消耗一对纠缠和两位经典通信，模拟一个量子信道：

2[c → c] + [qq] ≥ [q → q].

Dense coding 消耗一对纠缠和一个量子信道，传两位经典信息：

[q → q] + [qq] ≥ 2[c → c].

如果把共享纠缠看作免费资源，两者给出形式关系

[q → q] ' 2[c → c].

要点
一比特量子信息相当于两比特经典信息！（当然是在有 free 纠缠资源的前提下）
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Entanglement swapping

Alice–Bob 共享
∣∣Φ+

〉
AB，Bob–Charlie 共享

∣∣Φ+
〉

BC。把中间两个 Bob 量子比特作 Bell 测量：

∣∣Φ+〉
AB1

∣∣Φ+〉
B2C =

1

2

∑
m∈{00,01,10,11}

|Bm〉B1B2
Pm
∣∣Φ+〉

AC .

测量结果 m 公开后，Alice 或 Charlie 做对应 Pauli 修正，A 和 C 就共享 Bell 对。

Alice B1 B2 CharlieΦ+ Φ+

BSM
Φ+ after correction
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量子中继器的基本想法

光纤中光子探测概率随距离指数衰减，可写成

pdet(L) ∼ e−L/L0 .

若直接传输，总尝试次数量级为
Ndirect ∼ eL/L0 .

把总距离切成 m 段，每段长度 L/m：
pseg ∼ e−L/(mL0).

每段先建立短程纠缠并存入量子存储器，再通过 entanglement swapping 连接起来。

短程 Bell 对 + 局域 BSM =⇒ 长程 Bell 对.
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GHZ 态：stabilizer 和部分测量

|GHZN〉 =
|0〉⊗N + |1〉⊗N

√
2

.

它是以下算符的 +1 本征态：

Z1Z2, Z2Z3, · · · , ZN−1ZN, X1X2 · · ·XN.

若测第一个 qubit 的 Z，态坍缩到
|0〉⊗N 或 |1〉⊗N .

若测第一个 qubit 的 X，余下 N − 1 个 qubit 变成

|0〉⊗N−1 ± |1〉⊗N−1

√
2

,

符号由测量结果决定。测量基决定“泄露路径信息”还是“保留相干”。
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GHZ 态的退相干和精密测量

Trace 掉一个 qubit：
Tr1 |GHZN〉〈GHZN| =

1

2

(
|0〉〈0|⊗N−1 + |1〉〈1|⊗N−1

)
.

交叉项消失，因此 GHZ 纠缠对粒子损失很敏感。
但同样的敏感性可用于相位估计。若

H = h
N∑

j=1

Zj,

则
|0〉⊗N + |1〉⊗N

√
2

7→ |0〉⊗N + eiNϕ |1〉⊗N
√
2

.

独立粒子重复 N 次测量有
δφ ∼ 1√

N
,

而理想 GHZ 有
δφ ∼ 1

N .
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GHZ 悖论：不用不等式的非局域性

三比特 GHZ 态
|GHZ〉 = |000〉+ |111〉√

2
.

它满足
X1X2X3 |GHZ〉 = + |GHZ〉 ,

X1Y2Y3 |GHZ〉 = Y1X2Y3 |GHZ〉 = Y1Y2X3 |GHZ〉 = − |GHZ〉 .
若每个局域观测量在测量前已有确定值 xi, yi = ±1，则后三式相乘给

(x1y2y3)(y1x2y3)(y1y2x3) = (−1)3 = −1.

左边化简为
x1x2x3(y21y22y23) = x1x2x3.

但第一式要求 x1x2x3 = +1，矛盾。
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量子线路模型和通用门



量子线路模型

量子计算可以抽象成三步：

|0〉⊗n U=UL···U2U1−−−−−−−−−−−→ U |0〉⊗n measure−−−−→ z ∈ {0, 1}m.

每一步 Uj 通常只作用在一两个量子比特上：

Uj = I ⊗ · · · ⊗ Gj ⊗ · · · ⊗ I.

输出概率由 Born rule 给出：
p(z) = 〈0|⊗n U†(|z〉〈z| ⊗ I)U |0〉⊗n .

为什么只允许局域门仍然通用
任意物理可实现的控制通常都是局域相互作用；通用性定理说明，一组足够简单的局域门可以近似任意整
体幺正演化。

63 / 106



单比特门：Euler 分解

去掉整体相位后，任意单比特幺正演化属于 SU(2)，可以写成

U = Rz(α)Ry(β)Rz(γ),

其中

Rz(φ) =

(
e−iϕ/2 0

0 eiϕ/2

)
, Ry(θ) =

(
cos θ

2
− sin θ

2

sin θ
2

cos θ
2

)
.

常用门：

H =
1√
2

(
1 1
1 −1

)
, S =

(
1 0
0 i

)
, T =

(
1 0

0 eiπ/4

)
.

H, S 是 Clifford 门；加入非 Clifford 的 T 后可获得通用近似能力。
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Bloch 球上的旋转和幺正共轭

若

ρ =
1

2
(I +~r · σ), U = e−iθn̂·σ/2,

则

ρ′ = UρU† =
1

2

(
I + (Rn̂(θ)~r) · σ

)
.

例如
Rz(θ)XR†

z (θ) = X cos θ + Y sin θ,
Rz(θ)YR†

z (θ) = Y cos θ − X sin θ.
这说明 SU(2) 单比特幺正对应 Bloch 球上的 SO(3) 旋转。
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受控门

受控 U 定义为
C(U) = |0〉〈0| ⊗ I + |1〉〈1| ⊗ U.

CNOT 是 U = X 的情况：
CNOT |a, b〉 = |a, b ⊕ a〉 .

CZ 是 U = Z：
CZ = diag(1, 1, 1,−1).

二者互相等价：
CNOT = (I ⊗ H)CZ(I ⊗ H).

SWAP 门可由三个 CNOT 实现：

SWAP12 = CNOT12 CNOT21 CNOT12 .

纠缠生成
CNOT(H ⊗ I) |00〉 =

∣∣Φ+
〉
，所以 CNOT 与单比特门一起已经能产生纠缠。
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Toffoli 门和可逆经典计算

Toffoli 门是三比特受控受控非门：
Toffoli |a, b, c〉 = |a, b, c ⊕ ab〉 .

它能实现 NAND：令 c = 1，则
c′ = 1⊕ ab = ¬(a ∧ b).

由于 NAND 对经典布尔电路通用，Toffoli 对可逆经典计算通用。

为什么经典计算要先变可逆
量子线路中的封闭演化必须幺正，而幺正必然可逆。不可逆的经典函数 f(x) 通常改写成

Uf |x〉 |y〉 = |x〉 |y ⊕ f(x)〉 .

这样 Uf 是一个置换矩阵，因此是幺正。
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通用门集：精确和近似

精确通用门集的一种表述：任意 n 比特幺正都可由

{arbitrary one-qubit gates, CNOT}

精确分解。

近似通用
实际硬件不会给出连续无限精度门集，因此常用离散门集：

{H, S,T,CNOT}.

其中 H, S,CNOT 是 Clifford；T 提供非 Clifford 资源。Solovay–Kitaev 定理说明，对足够好的有限门集，
任意单比特门可用长度

O
(
logc(1/ε)

)
的门序列近似到误差 ε。

参数计数
一般 n 比特幺正有 4n − 1 个实参数，所以任意幺正分解通常需要指数多门。算法有优势，是因为目标幺
正有特殊结构。
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Clifford 门为什么容易经典模拟

Pauli 群
Pn = {±1,±i}{I,X,Y,Z}⊗n.

Clifford 群定义为 Pauli 群的正规化子：

U ∈ Clifford ⇐⇒ UPU† ∈ Pn, ∀P ∈ Pn.

几个共轭关系：
HXH = Z, HZH = X, SXS† = Y, SZS† = Z.

Clifford 线路把 stabilizer 态映到 stabilizer 态，Gottesman–Knill 定理说明这类线路可高效经典模拟。

为什么还要 T 门
只有 Clifford 不能通用；非 Clifford 门打破 stabilizer 封闭性，是实现通用量子计算的必要资源之一。
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phase kickback

oracle 写作
Uf |x〉 |y〉 = |x〉 |y ⊕ f(x)〉 .

若第二寄存器取

|−〉 = |0〉 − |1〉√
2

,

则

Uf |x〉 |−〉 =

{
|x〉 |−〉 , f(x) = 0,

|x〉X |−〉 = − |x〉 |−〉 , f(x) = 1,

所以
Uf |x〉 |−〉 = (−1)f(x) |x〉 |−〉 .

相位被“踢回”到输入寄存器。很多算法第一步都是

1√
2n

∑
x

|x〉 7−→ 1√
2n

∑
x
(−1)f(x) |x〉 .
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量子算法：用相位和干涉读出结构



量子 oracle 和 phase kickback

把经典函数 f 嵌入可逆幺正：
Uf |x〉n |y〉m = |x〉n |y ⊕ f(x)〉m .

若第二个寄存器为

|−〉 = |0〉 − |1〉√
2

,

则

Uf |x〉 |−〉 = |x〉 |f(x)〉 − |1⊕ f(x)〉√
2

= (−1)f(x) |x〉 |−〉 .

核心机制
函数值没有作为可读 bit 留在辅助寄存器，而是“踢回”到 |x〉 分量的相位上。
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均匀叠加和“不能直接读出”的限制

Hadamard 制备所有输入的等幅叠加：

H⊗n |0〉⊗n =
1

2n/2

∑
x∈{0,1}n

|x〉 .

若直接做函数评估：

Uf
1

2n/2

∑
x

|x〉 |0〉 = 1

2n/2

∑
x

|x〉 |f(x)〉 .

测量只给一个随机样本 x, f(x)，并不能一次读出所有函数值。
真正有用的结构通常是

1

2n/2

∑
x
(−1)f(x) |x〉 ,

再通过 H⊗n、QFT 或 Grover diffusion 让相位变成可测概率。
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Deutsch 问题

问题：f : {0, 1} → {0, 1}，判断 f 是常数还是 balanced。先制备

|+〉 |−〉 = |0〉+ |1〉√
2

|0〉 − |1〉√
2

.

作用 oracle：

Uf |+〉 |−〉 = (−1)f(0) |0〉+ (−1)f(1) |1〉√
2

|−〉 .

若 f(0) = f(1)，第一比特为 ± |+〉；若 f(0) 6= f(1)，第一比特为 ± |−〉。
最后测 X 基即可一次区分。
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Deutsch–Jozsa：推导到振幅公式

承诺：f : {0, 1}n → {0, 1} 要么常数，要么 balanced。经过 phase kickback 后

|ψ〉 = 1

2n/2

∑
x
(−1)f(x) |x〉 .

再做 H⊗n。用恒等式

H⊗n |x〉 = 1

2n/2

∑
y
(−1)x·y |y〉 ,

得到

H⊗n |ψ〉 = 1

2n

∑
y

[∑
x
(−1)x·y+f(x)

]
|y〉 .

其中 |0n〉 的振幅为
A0n =

1

2n

∑
x
(−1)f(x).

常数函数 A0n = ±1；balanced 函数 A0n = 0。一次测量即可判断。
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Bernstein–Vazirani：一次读出隐藏串

设
fa(x) = a · x (mod 2), a, x ∈ {0, 1}n.

经过同样电路，输出态为
1

2n

∑
y

∑
x
(−1)x·y+a·x |y〉 .

内层求和可分解： ∑
x
(−1)x·y+a·x =

n∏
j=1

1∑
xj=0

(−1)(yj+aj)xj

=
n∏

j=1

2δyj,aj = 2nδy,a.

所以最终态就是
|a〉 .

经典要查询 n 次才能逐位确定 a；量子只需一次 oracle。
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Grover 搜索：oracle 和两个反射

无结构搜索：N 个元素中唯一目标为 w。定义相位 oracle

Ow |x〉 = (−1)[x=w] |x〉 , Ow = I− 2 |w〉〈w| .

初态为

|s〉 = 1√
N

N−1∑
x=0

|x〉 .

关于 |s〉 的反射是
D = 2 |s〉〈s| − I.

Grover 迭代
G = DOw.
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Grover 的二维旋转推导

定义
|r〉 = 1√

N − 1

∑
x̸=w

|x〉 , |s〉 = sin θ |w〉+ cos θ |r〉 ,

其中

sin θ =
1√
N
, θ ' 1√

N
.

Ow 把 |w〉 分量反号，D 再关于 |s〉 反射。每轮总旋转角为 2θ，所以

Gk |s〉 = sin((2k + 1)θ) |w〉+ cos((2k + 1)θ) |r〉 .

令
(2k + 1)θ ' π

2
,

得到
k ' π

4

√
N.

测量成功概率接近 1。
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离散 Fourier 变换到 QFT

经典离散 Fourier 变换：

g(y) =
N−1∑
x=0

e2πixy/Nf(x).

QFT 是作用在计算基上的幺正演化：

QFTN |x〉 = 1√
N

N−1∑
y=0

e2πixy/N |y〉 .

区别
QFT 不输出长度 N 的经典数组；它输出的是一个量子态。算法只测量其中少量信息，但这些信息因干涉
集中在周期相关位置。

若 N = 2n，QFT 可用 O(n2) 个门实现；经典 FFT 对 N 维向量需 O(N log N) = O(n2n) 次操作。
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QFT 的二进制相位展开

令
x = x0 + 2x1 + · · ·+ 2n−1xn−1, y = y0 + 2y1 + · · ·+ 2n−1yn−1.

相位为
2πxy
2n .

只保留模 2π 后，得到二进制小数形式：

xy
2n mod 1 = yn−1(0.x0) + yn−2(0.x1x0) + · · ·+ y0(0.xn−1 · · · x0).

因此

QFT |xn−1 · · · x0〉 =
1

2n/2

(
|0〉+ e2πi0.x0 |1〉

)
⊗
(
|0〉+ e2πi0.x1x0 |1〉

)
⊗ · · · .
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量子相位估计

设
U |u〉 = e2πiϕ |u〉 ,

目标是估计 φ ∈ [0, 1) 的二进制展开
φ = 0.φ1φ2 · · ·φm.

量子线路是：辅助寄存器做 H⊗m，再依次控制 U2j
，最后做 QFT−1。

|0⟩

|0⟩

|0⟩

|u⟩

H
H
H

U U2 U4

QFT−1
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相位估计的状态推导

辅助寄存器先变为
1

2m/2

2m−1∑
k=0

|k〉 .

控制幺正作用为
|k〉 |u〉 7−→ |k〉Uk |u〉 = e2πikϕ |k〉 |u〉 .

因此辅助寄存器处于
1

2m/2

2m−1∑
k=0

e2πikϕ |k〉 .

若 φ 恰好有 m 位二进制展开，记 j = 2mφ，则

1

2m/2

2m−1∑
k=0

e2πikj/2m
|k〉 = QFT |j〉 .

再施加 QFT−1 即得到
|j〉 = |φ1φ2 · · ·φm〉 .
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因数分解

要分解奇合数 N。随机选 a < N，先算
gcd(a,N).

若不为 1，已经找到因子。否则寻找 a 模 N 的阶 r：

ar ≡ 1 (mod N).

若 r 为偶数，则
ar − 1 = (ar/2 − 1)(ar/2 + 1) ≡ 0 (mod N).

若
ar/2 6≡ ±1 (mod N),

则
gcd(ar/2 − 1,N), gcd(ar/2 + 1,N)

给出非平凡因子。量子部分就是高效找 r。
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Shor 算法

定义
Ua |y〉 = |ay mod N〉 .

若 r 是 a 的阶，则轨道
|1〉 , |a〉 ,

∣∣a2〉 , . . . , ∣∣ar−1〉
长度为 r。构造

|us〉 =
1√r

r−1∑
m=0

e−2πism/r |am mod N〉 .

作用 Ua：

Ua |us〉 =
1√r

r−1∑
m=0

e−2πism/r ∣∣am+1 mod N
〉

= e2πis/r |us〉 .
于是相位估计可给出 s/r。
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量子计算机的物理实现



硬件必须同时满足的条件

一台可扩展量子计算机至少需要同时满足：

1. 可初始化：快速、重复地准备低熵初态，例如 |0〉⊗n。

2. 长相干时间：T1,T2 相比门时间和纠错周期足够长。

3. 高保真单比特控制：任意 Bloch 球旋转，且串扰可控。
4. 两比特纠缠门：如 CZ、CNOT、iSWAP 或平台原生等价门。
5. 高保真中途读出与重置：测量不能淹没 syndrome 信息。
6. 可扩展连接和并行控制：布线、寻址、泄漏、频率拥挤和标定成本可管理。

现在最关键的评价口径
物理 qubit 数只是容量。更核心的是

p1q, p2q, pmeas, tcycle, pL(d) 是否随 code distance 增大而下降。

86 / 106



超导量子比特：transmon、可调耦合器和表面码

超导 qubit 通过 Josephson 结产生非谐性，只取最低两个能级作为

|0〉 , |1〉 , H ' 4EC(n − ng)
2 − EJ cosφ.

单比特门由微波脉冲实现；两比特门通过总线、交叉共振或可调耦合器得到有效相互作用，例如

Hint ∼ J(X1X2 + Y1Y2), χZ1Z2.

当前前沿
二维近邻结构天然适配表面码。Google Willow 已演示 d = 5, 7 表面码 memory；d = 7 使用 101 个量子比
特，逻辑错误率约为 1.43× 10−3/cycle，且达到 beyond breakeven。IBM Heron 路线则强调固定频率
qubit、可调耦合器和 EPLG/CLOPS 等系统指标。

Acharya et al., Nature 2025；IBM Quantum hardware roadmap。
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离子阱：运动模、QCCD 和极高门保真度

离子阱中 qubit 是离子的内部态。Mølmer–Sørensen 型门用自旋依赖力耦合内部态和集体运动模：

HMS ∝
(
ae−iδt + a†eiδt)Sϕ, Sϕ =

∑
j
(cosφXj + sinφYj).

若相空间轨迹闭合，运动模复原，只留下几何相位，从而得到纠缠门。

当前前沿
QCCD 架构通过离子搬运连接不同操作区。Quantinuum Helios 报告 98 个 137Ba+ qubit，平均单比特门
infidelity 2.5× 10−5，两比特门 7.9× 10−4，SPAM 4.8× 10−4。Oxford Ionics/IonQ 的电子控制 smooth
gate 在两离子实验中给出 > 99.99% 两比特门保真度。

Ransford et al., arXiv:2511.05465；Ballance et al., arXiv:2510.17286。
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中性原子：Rydberg 门、可重构阵列和擦除错误

中性原子阵列用光镊排布，常把 qubit 编码在超精细态或亚稳态。两比特门仍基于 Rydberg blockade：

|1〉 ↔ |r〉 , Hrr = Vrr |rr〉 〈rr| , Vrr � Ω.

双激发被 blockade 后，脉冲序列可实现 CZ 型相位门。

当前前沿
光镊重排给出可编程连接，原子损失又可转化为可探测的 erasure 信息。公开结果中，448 个中性原子已
用于实现容错架构要素，四轮表面码表征给出 2.14(13)× below-threshold 表现，并演示最多 96 个 d = 4
logical qubit 同时活动。另有 6100 原子光镊阵列显示该平台的规模潜力，但这不是完整门模型计算机。

Bluvstein et al., Nature 2025；Manetsch et al., Nature 2025。
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中性原子量子计算
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其他路线

平台 先进路线 公开尖端指标示例 主要瓶颈

超导 transmon + 可调耦合器 + 表面码 d = 7 surface-code memory，
pL ≃ 1.43 × 10−3/cycle

退相干、串扰、泄漏、
布线

离子 QCCD、电子控制、smooth gate 商用系统 p2q ≃ 7.9 × 10−4；两离
子实验 > 99.99%

门速、搬运、并行度

中性原子 光镊重排、Rydberg 门、erasure
conversion

448 原子 QEC 架构；最多 96 个
logical qubit 活动

Rydberg 误差、损失、
重装载

硅自旋 CMOS 兼容量子点、交换门 300 mm foundry 单元中单/两比特
控制均超过 99%

均匀性、控制线、互连

光子/拓扑 cluster state、fusion；Majorana 方向仍
在验证

更偏长期容错架构，还未形成通用可
编程领先指标

损耗、确定性门、验证

Steinacker et al., Nature 2025；Google Willow、Quantinuum Helios、neutral-atom QEC 公开结果。
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量子纠错与容错计算



量子纠错的一般问题

编码是把逻辑 Hilbert 空间嵌入物理 Hilbert 空间：

V : HL ↪→ HP, ρL 7→ VρLV†.

噪声信道为
E(ρ) =

∑
a

EaρE†
a .

目标是找恢复信道 R，使得在 code subspace 上

(R ◦ E)(VρLV†) = VρLV†, ∀ρL.

记 code projector
P = VV†.

syndrome measurement 应该知道发生了什么错误，但不能知道逻辑态 ρL。
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Knill–Laflamme 条件

错误集合 {Ea} 可纠正，当且仅当存在矩阵 αab 使

PE†
aEbP = αabP, ∀a, b.

等价地，对任意逻辑基 |iL〉 , |jL〉：
〈iL|E†

aEb |jL〉 = αabδij.

解释：

1. i 6= j 时为 0：不同逻辑态出错后仍保持正交，能被恢复。

2. i = j 时不依赖 i：错误 syndrome 的分布不携带逻辑态信息。
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三比特 bit-flip code

编码：
|0L〉 = |000〉 , |1L〉 = |111〉 .

可纠正错误集合
{I,X1,X2,X3}.

用稳定子
g1 = Z1Z2, g2 = Z2Z3

读取 syndrome：
error Z1Z2 Z2Z3 correction

I + + I
X1 − + X1

X2 − − X2

X3 + − X3

测量 Z1Z2,Z2Z3 只比较相邻比特是否相同，不区分 α |000〉+ β |111〉 中的 α, β。
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三比特 code 如何改进错误概率

假设每个物理比特独立 bit-flip，概率 p。三比特重复码能纠正 0 个或 1 个错误，因此成功概率

Psucc = (1− p)3 + 3p(1− p)2.

失败概率
Pfail = 1− Psucc

= 3p2(1− p) + p3 = 3p2 − 2p3.

对小 p，
Pfail = O(p2),

线性项消失。

量子测量的作用
如果错误是相干的 |ψ〉 7→ |ψ〉+ ηX1 |ψ〉，syndrome 测量会把它投影到无错误或 X1 错误子空间，再做离
散修正。
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phase-flip code

phase flip 是 Z 错误。因为
HZH = X, HXH = Z,

可把 bit-flip code 换到 X 基：
|0L〉 = |+++〉 , |1L〉 = |− − −〉 .

稳定子变为
g1 = X1X2, g2 = X2X3.

它能纠正单个 Zi 错误。syndrome 表与 bit-flip code 相同，只是把

Xi ↔ Zi, ZiZj ↔ XiXj.

要点
量子纠错必须同时处理 bit 和 phase；只保护计算基布居远远不够。
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Shor 九比特码

Shor code 把 phase-flip code 和 bit-flip code 级联：

|0L〉 =
1

2
√
2
(|000〉+ |111〉)⊗3,

|1L〉 =
1

2
√
2
(|000〉 − |111〉)⊗3.

结构：

1. 每个三比特 block 内用 ZiZj 检测 bit flip；
2. 三个 block 之间用相对相位检测 phase flip；
3. 任意单比特 Pauli 错误 X,Y,Z 都可纠正，因为 Y = iXZ。

任意单比特错误
一般错误 E = aI + bX + cY + dZ 是 Pauli 错误的线性组合；若 I,X,Y,Z 都能纠正，E 也能纠正。
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稳定子码的一般语言

稳定子群 S 是 Pauli 群的交换子群。code space 定义为所有稳定子的 +1 公共本征空间：

C = {|ψ〉 : g |ψ〉 = |ψ〉 , ∀g ∈ S}.

若有 r 个独立稳定子，编码量子比特数为
k = n − r.

错误 E 的 syndrome 由
gjE = (−1)sj Egj, sj ∈ {0, 1}

给出。测量 gj 得到 (−1)sj，然后根据 syndrome 选择恢复 Pauli。

逻辑算符
逻辑 Pauli 必须与所有稳定子对易，但不能属于稳定子群本身：

P̄ ∈ N(S) \ S.
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距离和可纠错错误数

稳定子码记作
[[n, k, d]].

距离 d 是能在 code space 内产生非平凡逻辑作用的最小 Pauli 权重：

d = min{wt(P) : P ∈ N(S) \ S}.

能够纠正任意

t =
⌊

d − 1

2

⌋
个物理量子比特错误。原因是若两个权重不超过 t 的错误 Ea,Eb 不可区分，则

E†
aEb

重量不超过 2t < d，不能是非平凡逻辑算符；因此要么给出不同 syndrome，要么只差稳定子。
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容错计算的基本要求

如果纠错电路本身会把一个物理错误扩散成多个错误，code 可能立刻失效。因此容错操作要求错误传播受
控。

1. 容错制备：制备 logical |0L〉 , |+L〉 时不能把单错误变成高权重错误。
2. 容错门：最好 transversal，即每个物理门只连接不同 code block 的对应比特。
3. 容错测量：syndrome 提取需要防止 ancilla 错误反向传播到数据比特。
阈值定理的定性表述：若物理错误率低于某个阈值，并且噪声足够局域、独立，则通过级联编码或拓扑码
可以把逻辑错误率压到任意低，代价是多项式或准多项式资源开销。
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纠错真的降低错误率吗

以单 qubit depolarizing channel 为例：

E(ρ) = (1− p)ρ+ p
3
(XρX + YρY + ZρZ).

不纠错时，infidelity 一阶随 p 增长。
若用能纠正任意单 qubit 错误的 9 qubit code，并假设每个物理 qubit 独立错误，则所有零错误和单错误
都可纠正：

P≤1 = (1− p)9 + 9p(1− p)8.
逻辑失败从二阶开始：

1− P≤1 = O(p2).

代价
错误率阶数降低，代价是更多 qubit、更深 syndrome 电路和更复杂的容错门。
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容错阈值和大规模量子计算

阈值定理的定性表述：

Threshold theorem
若物理门错误率低于某个平台/编码/噪声模型对应的阈值，并且错误足够局域、相关性可控，则通过量子
纠错和容错门，可以把逻辑错误率压到任意低；资源开销随目标精度多项式增长。

容错计算需要：
• 重复 syndrome measurement；
• fault-tolerant Clifford gates；
• 非 Clifford 资源，例如 magic state distillation；
• 足够低的泄漏、串扰和相关错误。

要点
这就是为什么物理 qubit 数量多不是决定量子计算能否实用的唯一要素。
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复杂度视角：量子计算不是万能指数加速

常见复杂度类：
P ⊆ BPP ⊆ BQP ⊆ PSPACE.

• Shor 算法说明 factoring 和 discrete log 在 BQP 中。
• Grover 对无结构搜索只给二次加速，而且这是最优的。
• 一般 NP-complete 问题是否能被量子计算多项式求解，目前没有证据表明可以。
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